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Résumé

La théorie KAM est une théorie perturbative de stabilité des solutions quasi-périodiques pour les systémes

hamiltoniens développée au milieu du XX™€ siecle par Kolmogorov [Ko54], Arnold [Ar61] et Moser [Mo62].
Par la suite, d’autres chercheurs ont repris le flambeau et précisé la théorie. On pourra citer Nekhorochev,
Féjos, Herman... D’autres encore, par la suite, ont repris leurs idées et les ont adaptées pour obtenir des
résultats d’existence (et de stabilité) de solutions quasi-périodiques pour certaines EDP : Kuksin, Péschel,
Baldi, Berti etc...

Le but de ce stage a été de comprendre les idées fondamentales de cette théorie (le théoréme de base pour

les systémes hamiltoniens en régularité analytique et le théoréeme de Nash-Moser), puis d’en voir quelques
applications a ’existence de solutions quasi-périodiques de certaines EDP. La grande partie des références
utilisées comme support de travail proviennent de I’école italienne.

A terme, en thése, mon encadrant et moi-méme tenterons d’utiliser les techniques présentées ici (et

d’autres plus sophistiquées) afin d’obtenir un théoréme d’existence de solutions quasi-périodiques & certaines
EDP issues de la mécanique des fluides.

Je remercie Taoufik de m’offrir I'opportunité d’une these sous sa direction.



1 Théorie KAM

Soit N € N*. L’entier N représentera la (demi-)dimension de l’espace de travail.

1.1 Le théoreme KAM classique

Définition 1.1. Soit m € N*. Soit f c ]:(R,Rm) On dit que f est sl existe d € N*, wE Rd
et (fn)neze € (R™)Z tels que

Vn € Zd\{0}7 w-n£0etVteR, f(t)= Z fne%”w'”.
n€ezl
Ou, de maniére équivalente, s’il existe d € N*, w € R? et F : T — R™ 1-périodique en chaque coordonnée tels

que
vn € Z\{0}, w-n#£0 et Vt € R, f(t) = F(wt).

Dans ce cas, on dit que f est

Remarques :

e Le cas d = 1 donne le cas périodique. Ainsi I’ensemble des fonctions périodiques est inclus dans celui des
fonctions quasi-périodiques.

e La condition sur w est une condition de non-résonance disant que les coordonnées de w ne doivent pas
étre rationnellement liées.

e On peut remplacer R™ par une variété M quelconque dans la définition précédente.

Définition 1.2. Soit w € R, On dit que w est s’il existe (L,~) €]0,1] x R% tel que
Vn € ZN\{0}, |(w,n)| > L|n| 7.
Dans ce cas, on dit que w est et on note w € D(L, 7).

Proposition 1.3. Soit d € N*. Soit v > d — 1. Alors l’ensemble U D(L,v) est de mesure pleine dans RY.
Le0,1]

On renvoie & [Bel6] pour une preuve.

On considere un systéeme hamiltonien en 2N variables associé & un hamiltonien H :

{ p=-VeH(p,q)
¢ =VpH(p,q)
Définition 1.4. L’hamiltonien H est dit s’il eziste (Fj)1<j<n € CP(R2N R)N tel que :
o Vj e [1,N],{F;,H} =0 (i.e. les F; sont des intégrales du mouvement).
o V(j, k) € [1,N]? {F;,Fy} =0 (i.e. les Fj sont en involution).
o (V,oFi)i<j<n est une famille libre.
Théoréme 1.5 (Arnold-Liouville). On suppose que H est Liouville intégrable et qu’il existe ¢ € RY tel que
Uensemble M. = {(p,q) € R*N /Vj € [1, N], Fj(p,q) = c;j} soit compact et conneze.
Alors il existe un voisinage U de M., un voisinage D de 0 dans R™ et un changement de variables symplectique

v: DxTVN — U tels que H o1 = h(I) est une fonction de la variable I seule. Et donc l’équation du

(L,0) = (p.q)
mouvement devient :

=
b =Vh(I) == w(I)

Le systéme s’integre alors facilement en donnant :

I(t) = 1(0) = I,
vt { 6(t) = w(lo)t + 9(0)

On voit alors que le mouvement vit dans le tore {Ip} x TV et est donné par le flot linéaire ¢. On voit aussi que
la nature du mouvement dépend de la nature arithmétique de w(lp).

On s’intéresse & une perturbation d'un systéme intégrable de la forme H(I,¢) = h(I) + f(I,¢) (dans
les variables actions-angles associées & I'hamiltonien (Liouville)-intégrable h). La question est de savoir 'il le
mouvement vit toujours dans un tore. Une réponse positive fut apportée par le théoréeme suivant :



Théoreme 1.6 (KAM classique). Soit L €]0,1]. Soit v > n — 1. Soit ¢ > 0. Soit p > 0. On suppose que
w(I[*) = w* € D(L,7). On suppose que H, h et f sont analytiques réelles sur le domaine A, ,(I*) = {(I,¢) €
CN x CN/|I —I*| < p etVj € [1,N],|Im(¢;)| < o}. On suppose le systéme non-dégénéré, i.e. lapplication
fréquence I — w(I) = Vh(I) est un difféomorphisme local ce qui sera assuré par le fait que la hessienne V2h
soit inversible au voisinage de I*.

Alors il existe g > 0 tel que si || f |lop;= sup |f(L, @) < eo alors le systéme H admet (au moins) une
(I,p)eA, ,
solution quasi-périodique de vecteur fréquence w*.

1.2 Preuve du théoreme KAM classique

On suit ici le papier de C. E. Wayne [W08] en y apportant quelques compléments et quelques modifications.

Idée générale de la preuve :

On souhaite obtenir une solution quasi-périodique du systeme perturbé. On remarque que la recherche d’une
solution quasi-périodique équivaut a la recherche d’un zéro d’une certaine fonction. L’idée est donc d’appliquer
un algorithme de Newton. A chaque étape, on doit linéariser le systeme et le résoudre via Fourier. C’est a
ce moment qu’apparaissent les ”petits diviseurs” traduisant une perte de régularité que l'on controle par des
conditions diophantiennes. Afin de reconstruire la solution, on doit sommer. La convergence extrémement rapide
de Talgorithme de Newton va compenser la perte de régularité et permettre de récupérer une solution non-
triviale.

1.2.1 Interlude sur les changements de variables symplectiques par fonctions génératrices

Soit ®: R2Y — R2Y  un changement de variables symplectique.
(I,9) — (I, ¢)~ N
La forme différentielle Idgp + ¢dI est fermée :

d(Idp + ¢dl) = dI Add+ dp A dl = dI Adep — dI Adp = 0.

La premiere égalité vient du fait que la différentielle extérieure est une antidérivation qui vérifie d> = 0. La
seconde égalité vient de 'antisymétrie du produit extérieur A. La derniere égalité vient du fait que comme ®
est symplectique, elle conserve la forme volume.
On en déduit du lemme de Poincaré (R%V étant étoilé) que cette forme différentielle est exacte : il existe 3 €
C>®(R?N | R) (fonction des variables T et ¢ définie localement sous de bonnes hypotheses de non-dégénérescence
cf. [AA67, Appendice 32]) telle que

Id¢ + ¢dl = d3.

On en déduit que

ox ~ ~ 09X ~

Définition 1.7. La fonction ¥ est appelée

Remarques :

e On vérifie aisément que la fonction génératrice de I'identité est le produit scalaire sur RN : (I, ¢) = (f L P).

e Si le changement de variables ® est ”proche” de 'identité, alors implique que X I'est aussi, i.e. il existe
S € C®(R?NR) telle que X(I,¢) = (I, $)+S(I, ¢). On dit alors par abus de langage que

Dans ce cas, devient :
~ 08 ~ ~ oS ~
I=I+—(I,¢)et p=0+—=(,
5o 10 et 6= 0+ =(1.9)
1.2.2 Analyse du linéarisé
On suppose qu'il existe un changement de variables symplectique ® : R2Y — R2¥  de fonction
(L,¢) = (I,9)
génératrice X tel que
oY~ oY~ oY~ ~ o~~~
h(=— (I —(I =H(—( =H(,p)=Ho®(I,¢)=h(I).
(55 T0) + (55 1.0).0) = H(G(1.0).) = H(L¢) = H o 9(1.3) = ()



En faisant un DL & l'ordre 1 (en négligeant les termes d’ordres supérieurs), on obtient :

(. %i o) + F(T.6) = h(D) — h(D).

Si on regarde I’équation homogeéne, on trouve ce que 'on appelle

w(®), Z—Z(i o+ FT.¢) =0

et qu’on la résout en Fourier, on trouve

Probleme : La série est-elle bien définie 7
Lemme 1.8. Soit f € Cper (R, C) (fonction continue 1-périodique), alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) il existe o > 0 tel que [ se prolonge en une fonction analytique sur H, = {z € C/|Im(z)| < o}.
(2) 3C>0,Yk € Z,|f(k)] S e=CIH,

Preuve :
e (1)=(2) : On note toujours f le prolongement analytique de f & H,. Comme f est en particulier de classe
C*°, on a par les propriétés classiques sur les coefficients de Fourier :

OB P oo

ke ()| < s
Vk € Z,Vp € N, | f(k)] [2mkP |27k |P

Or, d’apres les inégalités de Cauchy pour les fonctions holomorphes, on a en posant || f ||= sup{|f(z)|/z € H,} :
| |
Wp € N,¥r €]0,0[,Va € R, |fP)(@)| < & max{|f(2)|/|z =l =1} <E [ £ ] -

En prenant r = Z, on obtient :

' ! 3 P
vh e 2101 < E 17 1o (2 ) 1S 1l £ o (pin (2)).

|27k|PoP on|k|

or|k|
e

A k € Z fixé, on optimise en p en prenant p = | ], ce qui donne :

or|k|

p -1
(2 <pi - p<1— .
pn(mrw) pln(e™) P .

Puis

F00 <0 £ 1l eexo (<) |

D’ott le résultat avec C'= 2% et e pour constante multiplicative.

e (2)=(1) : La condition (2) implique que la série de Fourier de f converge normalement et que donc f est la
somme de sa série de Fourier : A _
Vo €R, f(z) = f(k)e*™r,

keZ

On considere la fonction F' de la variable complexe z définie par :

F(Z) _ Zf-(k)e%wkz.

keZ

On pose 0 = £. Soit K un compact de H,. On pose r = max{|Im(z)|/z € K} < 0. Alors par hypothese (2),
ona:
Vz e K,Vk € Z, |f(k)e2iwkz| _ |f(k)|€2w|k||lm(z)\ < o~ (C—2mm)[k|

On en déduit que la série de fonctions donnée par F' converge normalement (donc uniformément) sur tout com-
pact de H,. Donc, d’apres le théoréme de Weierstrass des suites/séries de fonctions holomorphes, on en déduit



que F' est une fonction holomorphe sur H, qui coincide avec f sur R.

Remarque : On admet que ce lemme se généralise aux fonctions de plusieurs variables. La formule (%)

devenant pour une fonction f : TV — C se prolongeant en une fonction analytique sur un ouvert H, pour un
certain o > 0 défini par H, = {¢ € CN/Vj € [1, N], |[Im(¢;)| < o} :

3C > 0,Vk € ZN|F(K)| || f |lo e~ €M

Comme l'estimation fait apparaitre une exponentielle décroissante, on peut supposer sans perte de généralité
que C' < 27.
On définit pour un M > 0 fixé :

s<To=— ¥ J k)emioh
’ T (w(D), k)
KEZ\ [0}, IKl< M !

Dans ce qui suit | - | désignera tant6t un module et tantdt une norme 1 et || - || le sup des normes 1 du vecteur
évalué en les parametres.

Proposition 1.9. Soit § €]0, $2[. Soit M € N*. On suppose p < saie=rr.
Alors S< est analytique sur A%_&p et il existe C = C(N,~, L) telle que
=S o

|| S< Hg‘—/j—é,pg C5'y+N+l :

Remarque : Cette proposition signifie que I’on perd un peut en régularité au sens ou le domaine d’analyticité
se rétrécit. C’est ici qu’apparait la nécessité des conditions diophantiennes pour controler la régularité.

Preuve :
Soit (I,¢) € A%ﬂ;’p(l*).
e On a par inégalité de Cauchy-Schwarz, inégalité des accroissements finis et équivalence des normes :

* a2h *
vk € ZN, [{w(I) — w*, k)| <|| a7z 1 H = I"llk] < Qplkl.
On en déduit par hypothese sur p que pour tout k € Z¥ tel que |k| < M, on a :
D), K] = [ R + (D), k) — (" )] > T — Qplk] >
w 9 = W, w ) W, = |k|7 p = 2|I{/’|V

ou on a utilisé I'inégalité triangulaire gauche et 'estimation précédente pour la premiere inégalité.
e On peut donc aboutir a :

1S<(I,¢)] < 3 @R
KEZN\ {0}, k| <M 27 [{w(T), k)|

! —Colk| 2m(52—6)|k
5 7T_L H f ”cf,p Z |k|’ye ‘ ‘6 (2« >| |

kEZN |k|<M
1 M
o S
m=0 kEZN | k|=m
< i H f || i my+Ne—27r6m
~ xL P =
1 r+oo
< Tl [ e
Y
1 0

= WPW + N+ | [ llop
La premiere inégalité est obtenue par inégalité triangulaire. La seconde provient de ’estimation du premier
point, du lemme précédent et du choit de ¢. La troisieme estimation vient d’une borne grossiere sur le cardinal
de D'intersection entre le réseau ZV et la sphere de centre 0 et de rayon m pour la norme euclidienne dans RY.
La derniere inégalité vient d’une comparaison série-intégrale. Enfin, la derniére égalité est obtenue apres un
changement de variable affine dans l'intégrale.
D’ou le résultat par passage au sup.



L 8CN || f llowp

20M 1 & T g o N+
Alors le changement de variable symplectique ® engendré par S< est analytique de Agifg&gl (I") surAgifQ(;_’g (I*).

< 1.

Proposition 1.10. Soit § €]0, $2[. Soit M € N*. On suppose p <

’ 27

Preuve :
Soit (1,0) € Agz a5 (I°).
On rappelle que la changement de variables symplectique ® est défini par
- < - g< -

o
1=T+ 5 (Lo) et 9=+ ——(T.9)

e ® définit un changement de variable biholomorphe si, par théoréme d’inversion analytique || 25— || Ca_g52<1.

19} 8
Pour cela, pour tout (4, ) € [1, N]?, on applique la formule de Cauchy pour la fonction partljlle holomorphe
S<(Il, Ij 1, ,IJH, . IN,ngl, ey Ok—1, s Plit1, -, ON ) en les deux variables I~J et ¢ le long du chemin T';
défini par V(t,t') € [0,27]2, T (t, ') = (I; + Lett, ¢y + de™’). Comme, par choix de I,|I; — I < I -1 < g
alors I3 x(,t") — I7| < § et comme par choix de ¢, [Im(¢x)| < G2 — 26, alors [Im(IIoL; ,(t,¢))] < §2 —

(o1 on a noté, pour i € {1,2}, II; la projection en la jeme coordonnée).
| H28< (,IV ¢)| _ | 2 / S<(f1,...[/j\/_l,f,fj\/ﬂ,...ij(bl,...,¢k_1,n,¢k+1,...,(bN)dgdn'
L0k (2im)? Jr, (€= 1;)*(n— on)?
81 5% llge 5,
10 1
< 8057+N+1 dp
On en déduit que
|a2s<(f Sl = max i| 928< 7.9l < anclf o )
I KEILNT \ = afjagsk ’ = SYHN+1 §
D’ou par passage au sup, il vient :
9?8<
[ |
010¢ * 2

e Soit j € [1, N]. On applique la formule de Cauchy pour la fonction partielle holomorphe S< (I~, Bl s Dj—15 5, Djt1, s ON)
en la variable ¢; le long du chemin I, défini par Vt € [0, 2w],F7j(t) = ¢; + de’*. Comme, par choix de ¢,

Im(¢;)| < £2 — 24, alors [Im(T'; (@) < €2 _ 5. On a donc :

08< ~ 1 S<(fa¢1a"'a¢j—la£’¢j+la"'a(bN)
S (o) = |- d
|3¢j & 9) %in r;, (€—¢5)? |
S o P
- [ ||c__a§
| 5= ||&7
- ol
N f ol
< 05V+N+15
On en déduit que :
3S< colfllep N _p
|_Z| 057+N+l1)f<§'

D’ou par passage au sup, il vient :
p
| v ||&_2 £<3
De méme, en appliquant la formule de Cauchy pour la fonction partielle holomorphe S< (I~1, Izvl, , I;:l, . I N, o)

en la variable I; le long du chemin Ty ; défini par V¢ € [0,2x], Ty ;(t) = I; + £e'. Comme, par choix de I,
[l = I < [T = I*[ < &, alors [Ty ;(t) — I7] < 5. On a donc :

95 11 llow AN
ol

(=)



On en déduit que |1 —I| < £ et [¢ — ¢ < . Dot

I 3
|I—I*|<|I—I|+|I—I*|<§+£: P«

8 8

NI

Et pour tout j € [1, NJ, si (T, q~3) € A%_S&g, alors en particulier, on a :

Co 6 Co
[Tm(¢;)| < |Im(¢3)| + < o 35 + — 5 < o 26.

D’ott ® envoie Ag_:_%,%(l*) sur Ag—;{—%,g(l*)-

1.2.3 Itération

a)La brique élémentaire

Proposition 1.11. Soit ® le changement de variable symplectique de fonction génératrice S<. On pose
H(I,§) = Ho®(L,¢) :== h(D) + J(1.9)

avec f(IN, -) de moyenne nulle.

Alors il existe C1 = C1(y, N, L,,08) et Cy = Co(v, N, L,Q,0) telles que
I A= llgs ass< il £I2,

et
I Fllge —s5e<Coll f 12,

Remarque : Il est primordial que lerreur commise soit quadratique (ou du moins géométrique, i.e. erreur a
une puissance plus grande que 1) en la perturbation pour que le schéma de Newton puisse se mettre en place.

Preuve :

On écrit la formule de Taylor avec reste intégral & 'ordre 1 (resp 0) pour h (resp. f) en la premiére variable au

point I avec pour perturbation %(f ,®) (notée simplement 95~ g bar commodité d’écriture) :

H(I.9) = H(T+%5.0)
h(T+%5) + 10+ %5,9)

) dp ) 09 0¢

d¢ ) ¢ ¢ 09 99

= ! Ow [+, ,08<\ 8S< 95< S5 Lof ,05< d5<
wD+ [ =06 (T4 ) S By + [ (OF (T+456) . 2

h<f>+<w<f>,@>+/ol<1_t><g—‘j (7+tas<)aS<,65<>dt+f(f,¢)+/ Gr(T+1%550). 5

\dt

La simplification bleue provient de la définition de S< comme solution de I’équation de Hamilton-Jacobi. On a

posé f2(I,¢)= > f(I,k)em@h),

kKEZN |k|>M

Il nous faut écrire cette expression sous la forme H (I~ , 5) = 7L(I~ )+ f(f , 5) avec f(f ,+) de moyenne nulle. Avec
I’expression ci-dessus, cela n’est pas assuré. Qu’a cela ne tienne, on y va en force en utilisant le ”belgium trick”.

On pose donc :

T ~ 9S<\ 9S< 08< of ()5" 0S
h(I) B %/ 17t (IJFIL agb) 0¢7 (9(]5 H // ()/ < ()u ’ )>- 1910) (/f+

g

~

&
I

Oow [+~ 0S<\ 98< 98< af 0S<
/“*%I (Ht(%) O at+ /< (I t—¢,¢), ¢>dt+f( )

][/ -y f+tas< 05 95<,, / of (7, ,95 ) oS £
80 8(9 8(9 / ()/ oo ’/ " 0¢ 7Z

avec la notation ][ g(I ;) = / g( QS)dQS En utilisant la preuve de la proposition précédente, I'inégalité trian-
N

T
gulaire, 'inégalité de Cauchy-Schwarz et ’équivalence des normes en dimension finie, il vient :

- 98<\ 0S< 8S< QC? | f 2,
II/ S (I” 8¢> 56 05 1 gz 35,4 < “gernn

0S<

d¢

——)dt



De meéme, via 'utilisation de la formule de Cauchy pour la fonction f comme dans la preuve précédente, il

vient :
|| I+t < ¢ 8S<>dt” 4||f||<fp||f||0p
3¢ > ) a¢ Lo _ % p SYHNA+LT
Enfin,
> 676 —5768 - (N +1)
157 Ngo 3525l fllow Y e ™SI £ lloy e Z mNem ™ | f 7, » (wH N
|k|>M m=M
En choisissant M = W. D’ou le résultat en regroupant tous les termes.

b)La récurrence Il importe de bien choisir les constantes & chaque étape. On pose donc :

e VneN,§, =

e 0y = C—T‘r’ et Vn € N,op411 = 0 — 405,

1+n2’

e po<petVneN p, =8,

=23

3
® 5 :||f||a7p et Yn € Nye, =2
. VneN,Mn:W.
Remarques :

e Le choix de 4, (: O (#)) est fait pour que la série télescopique associée a la suite (o, )nen S0it convergente
afin que la suite elle-méme soit convergente et ainsi éviter d’obtenir un domaine vide d’analyticité au final.
e Le choix du 4 devant le §,, a la place du 3 qui apparaissait précédemment vient d’une nouvelle utilisation
de la formule de Cauchy par la suite (cf. paragraphe ”c)Conclusion”).
On considere le schéma itératif Hy,11 = Hp o @, = hpt1 + forr o0t fni1(Z,-) est de moyenne nulle, i.e.
Jfnt1(1,0) = 0 et @, est la transformation symplectique de fonction génératrice S;> satisfaisant a I’équation

7 957 = 7o) —
ot fi(I, )= Y fullk)e* ™R et w, (I) = L (I).

|k|< My,
L’idée est de composer par les ®,, pour "rétrécir” la perturbation f, et obtenir asymptotiquement un hamiltonien
intégrable :

n—-+oo

Pour tout n € N, on choisit I,, € CV tel que w,(I,,) = w*. On peut toujours choisir un tel I,, par théoreme
d’inversion locale (les hypotheéses étant satisfaites car h,, est de plus en plus proche de h & mesure que n croit
et h est supposé non dégénéré a l'ordre 2). On considére le domaine d’analyticité

AgppnIn) ={I,0 € CN x CM/|I = I,| < pn et V5 € [1, N], Im(¢;)| < on}.

Proposition 1.12 (récurrence). On suppose , alors pour tout n € N, on a :
o [|S5

o O, définit un changement de variables analytique de A, 35, en (I,) sur Aan_%?%(ln).

Tn—bnpn S En-

° H fn-‘rl HUn,+17F)n+1< En+1-
° H hpt1 — hn ||O'n+1vpn+1< En+t1-
° |I71,+1 Inl Pn+1-

Preuve :
Par récurrence sur n € N en suivant I’analyse menée plus haut et le choix des constantes.



c)Conclusion Pour tout n € N*, on pose 1, = ®go®10...00,, : A, 35, en (In) = Asy,p, (o). Les équations
du mouvement régit par 'hamiltonien H,, sont

i — _9h
(En)q . o
o = wal)+ %

On remarque que si (I"™, ¢™) est une solution de I’équation (E,,) associée & 'hamiltonien H,, = Hy o ,,_1, alors
U1 (I™, ¢™) est une solution de I’équation (Ey) associée & 'hamiltonien Hy.
Par la proposition précédente et la formule de Cauchy comme on en a ’habitude maintenant, il vient :

8fn 4N Afn 2N

||(7n,7an\ p_ngn et || ad) ||(7n napn< E

En-

En intégrant (E,) on voit que pour conditions initiales (I,,, ¢o) (¢o € TY) et pour un temps de I'ordre de 27",
on a que la trajectoire vit dans A, 35, en (In).
Alnsi, notant (I"™(t), ¢"(t)) la solution de (F,) & l'instant ¢, il vient :

Qe, N

max < sup |I"(t) — I, sup |¢"(t) — (w*t+¢0)|> < 92n+2 .

lt]<2m [t]<2m

En utilisant la proposition "récurrence” précédente, on voit que (I,)nen est de Cauchy, donc convergente vers
un certain /.
On en déduit (par choix des constantes), que pour ¢ borné, on a :
(I"(t),¢"(t)) — (Ioo,w™t + o).
n—-+oo

De plus, en considérant des différences de compositions itérées, on montre (admis) que (¢, )nen vérifie une
certaine condition de Cauchy et que donc :

lim ¢, (I, w™t + ¢o) = (I*(t), 9" (1))

n—-+oo

et pour t borné,

Hm ¢ (oo, W™t + o) — (I"(t), ¢"(t))] = 0

n—+oo
D’ou
i 4, (I7(8), 6" () = (I" (), 6" (1))-

n—-+oo

En conclusion, (I*(t), ¢*(t)) est une solution quasi-périodique de Hy = h + f.

1.3 Commentaires

Le théoreme présenté ci-dessus est la version la plus simple des théoremes de la théorie KAM. Des versions
plus raffinées ont vu le jour. Tout d’abord, dans sa version primordiale donnée par Kolmogorov (H = h + ¢f)
on fait apparaitre des ensembles de Cantor (construits en enlevant & chaque étape un bout de I'ensemble des
parametres ¢) et dont la mesure tend & devenir maximale & mesure que la perturbation devient petite. De ce qui a
été présenté, c’est le choix des I,, qui a permis d’éviter cette subtilité. Remarquons que pour résoudre I’équation

homologique, il aurait été possible de travailler en régularité Gevrey ( (s):= {f/Vk |f(k)| = O(e‘C““'S)}), la

complication étant la perte de la formule de Cauchy. Ce sont des classes de fonctions entre la régularité C* et
la régularité analytique C*.

Peu apres, Moser a su étendre la théorie a la régularité C” pour un r assez grand. La preuve consiste en un
schéma de Nash-Moser (cf. partie suivante).

2 Théoreme de Nash-Moser

2.1 Présentation générale

Le théoreme de Nash-Moser est une généralisation du théoreme des fonctions implicites. Rappelons pour la
forme ce dernier :



Théoréme 2.1 (des fonctions implicites). Soient (E,| - [|g), (F.| - ||r) et (G, | - |lg) des espaces de Banach.
On munit E x F de la norme || (z,y) ||exr=max(| z ||z, || v ||F). Soit U un owvert de (E X F,|| - ||gxr). Soit
(a,b) € U. Soit k € N*. Soit f € C*(U,Q) telle que f(a,b) = 0 et la différentielle partielle de f en la seconde
variable au point (a,b) est une bijection de F sur G.

Alors il existe un voisinage ouvert V. de a dans (E,|| - ||g), un voisinage ouvert W de b dans (F, || - ||r) tels que

VxW CU etpeCF(V,W) tels que

(zeViyeWet f(z,y) =0) e (z €V ety =p(x)).

Remarques :

e Ce théoreme signifie que la ”courbe” définie implicitement par I’équation f(z,y) = 0 peut, localement,
étre vue comme la graphe de la fonction (.

e La condition de bijectivité sur la différentielle partielle est une condition ponctuelle au point (a,b). De
plus, cette condition implique que F' et G sont isomorphes.

e Fondamentalement, la preuve de ce théoréeme repose sur un schéma de Newton du type
Tpt+1l = Tp — dF(xn)il(F(xn))

La nécessité d’'une généralisation de ce théoreme vient du fait que les opérateurs différentiels font perdre des
dérivées. Typiquement P : H*T" — H*® (perte de r dérivées). La condition d’isomorphisme est donc violée et le
théoreme précédent s’écroule. Pour remédier a ce probleme, 'idée de Nash a été de ne plus considérer des espaces
de Banach fixes mais, & la place, de considérer une échelle d’espaces de Banach (typiquement ﬂ H?). Natu-

s=0
rellement, les hypotheéses sur f et le schéma de la preuve en seront bouleversés. f et ses dérivées/différentielles
partielles devront vérifier des estimations dites ”douces” autorisant une perte fixe de régularité et ayant une
forme quasi-linéaire, du type (pour « petit) :

10%F(u) [ls< C(s)(1+ [ w [s42)-

Enfin, le schéma de la preuve sera un algorithme de Newton faisant intervenir a chaque étape un opérateur T,
de régularisation (typiquement une projection sur un sous-espace) compensant ainsi la perte occasionnée.

Tpi1 = Tp — TndF (z,) " (F(2,)).

Le controle de la perte se fait, a chaque étape, par les estimations ”douces” sur l'inverse du linéarisé régularisé
dans la ou les normes d’intérét.

Il existe, dans la littérature, différentes versions du théoreme de Nash-Moser suivant le cadre d’application. Les
deux plus connues étant celles de Hérmander [Ho85] et celle de Alinhac et Gérard [AG91].

2.2 Une version de ce théoréme pour des applications en EDP

On présente ici un théoreme de Nash-Moser démontré récemment par Berti, Bolle et Procesi dans [BBP09).
Ce théoreme proche d’un théoreme de type bifurcation (cf. sous-section suivante) se veut ”prét a emploi” pour
d’éventuelles applications aux EDP (cf. section suivante).

2.2.1 Notations, hypothéses et conclusions

Soit (X, || - |ls)s>0 une famille échelonnée d’espaces de Banach :
V(s,s) € Ry} s<s = Xo C Xoet Vu € Xo, || u||o<| u s -

On pose X = ﬂ Xs.
s=0
On suppose qu’il existe une famille croissante (E o )) ~Nen de sous-espaces vectoriels fermés de X telle que pour
tout s > 0, £ = U EW) soit dense dans X,.
NeN

On suppose qu'il existe une famille (II'™)) ycy de projecteurs telle que pour tout N € N, pour tout s > 0 et
pour tout d > 0 on ait :

o IM) : Xg — EW) est surjectif.

o (S1) Vu € X, || HMu |[s1a< O (s, )N || u ||,
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o (52) Yu € Xopa, || (Id = TIM)u o< Cs,d)N ™ || u [|s4a -

Remarques :

e Dans toute la suite la notation C(...) ou K(...) désigne une constante multiplicative strictement positive
dépendant des parametres donnés entre parentheses. Ces constantes sont susceptibles de changer d’une

ligne & l'autre incluant d’éventuelles nouvelles constantes multiplicatives.
e (S1) implique que en restriction & EMY) | les normes (|| - ||s)s>0 sont équivalentes.

e (S2) mise avec 'hypothese de densité de E dans chaque X implique que

Vs > 0,Vu € X, || u— 1My s ;=20
—

—+oo

e Il faut penser X, = H*(T%) (et donc X = C>(T4)) avec E?N) = Vect(y s k¥ /k € 72 |k| < N) et
™) le projecteur orthogonal (au sens L?) sur EN). Les TI™) jouent un réle d’opérateurs régularisants.

Soit g > 0. Soit ¢ € N*. Soit A Un ouvert borné de R9. Soit s¢ > 0. Soit v > 0. On considere une application

Fe ﬂ C%([0,0[x A X Xo1p, Xs,) satisfaisant les propriétés suivantes :

XN

e (F1) VA€ A, F(0,),0)=0.

On suppose qu'il existe S €]sg, +00] tel que pour tout s € [sg, S|, pour tout u € Xy, vérifiant || u ||s,< 2 on

ait pour tout (g, A) € [0,e0[x A les estimées douce suivantes :
o (F2) [ denFes Au) [ls< C(s) (14 [ w [lstv) et [| DuF (g, A, 0)[A] [ls< C(s) [[ 2 [lst,

o (F3) [| DLF (e, A u)hy o] [[s< Cs) (Il llstull B llsoll v llso + Ml 0 llstull Allso + 1 laroll v llso)

o (F4) [| e n DuF (g, A, w)[A] [[s< C(s) (| Bl + [ 0 st ll P [lso)-

olt on a noté J. ) pour désigner au choix J; ou 0y, pour un j € [1,q].
Pour tout N € N, on pose L) (g, \,u) = TN D, F(e, A, w)| gy -
Soit (u,0) € (Ry)? tels que
(P): o>4(u+v)ets:=so+4(u+v+1)+20<S8S.

Pour tout N € N, pour tout v > 0, pour tout K > 0, on pose :

N)(e, A\, u) est inversible et
(V) (V) (€A u
* Sy C {(E’A’“) € D.zolxh x BN/ Vs € {50,5},Vh € EM | LM (2, A, u)~2[] ||s<

o UM = {uec ([0,e0[xA, EM)/ (| ullso< Tet || demytt ||s< K},
e pour tout u € UL G (u) = {(g, \) € [0,20[x A/ (5, A\ ule, \) € J<N>}.

Finalement on énonce la derniére hypothese (la plus importante). On suppose
(L) : I existe (o, p) € (Ry)?, M € Net (C,7) € (R})? tels que :
e o et p satisfont (P),

o ¥y €0, 7], €l0,col, | (GIW ) N (0.elx) | < Coe,

NH

Y

UFAdls +1ullsl A dlse) }

e Pour tout v €]0,7%], pour tout VK > 0, il existe £ = Z(v, K) €]0, 0] tel que pour tout € €]0, ], pour tout

M < N < N/, pour tout u; € L{(? ),VUQ GL{(? ) tels que || u2 — u1 ||so< N77 on ait

(G40 0)) N\ (G20 n) N (.elx) | < oL

Théoréme 2.2. On suppose les hypothéses (F'1), (F2), (F3), (F4), (L) et (P) vérifiées.
Alors il existe C' > 0 et pour tout v €]0,7], il existe e3 = e3(7) €]0,¢
tels que

V(e,A) € [0,e3[xA\Cy,u(0,X) =0 et F(e, A\, u(e,\)) =0

ou Cy est un sous-ensemble de [0,e3[xA de mesure de Lebesgue |Co| < Ces.
De plus’/ on a :
Ve €]0, 3], |Cy N ([0,e[xA)] < Cre.

11
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2.2.2 Preuve

Le gros du travail est de démontrer le sous-théoreme suivant. Pour tout n € N, on pose N, = N02n ou
No = No(7y) € N est choisit assez grand.
Pour tout n € N, on note E,, = EMVn) : 11, = II(Vn) et I J(N ).
Enfin, pour toute partie A et pour tout > 0, on note N(A 77) n’importe quel voisinage ouvert de A de taille
7n (avec la convention A = () = N (A,n) = 0).

Théoreme 2.3. On suppose (F1), (F2), (F3), (F4) et (P).

Alors il existe No = No(v), Ko(y) > 0, 2 = e2(v) €]0,20] €t (un)nen € (CH([0,e2[xA, Xso1,)) tels que pour
tout n € N on ait :

(Pl)n /MTL(E'/A) € En; un(oa)\) - 07 H Unp, Hsog 1 et H a(e,/\)un ||SU< KO('\/)NO?,

(P2)n Yk € [1,n], | wk = ur— [lsg< N7 et || Oy (wr = up—1) s < N7

e (P3), Sion poseu_1 =0 et A, = m G(N") (ug—1), alors on a :

(e,\) € N(A,,,,“/N;%) = up(e, ) est solution de (Fy,) : I, F(e,\,u) =0
o (P4), Sion pose B, = 1+ || un ||s et By, = 1+ || Oc,n)un |5 alors on a :

B, <2NMIV et B, <2NMTVTE

On en déduit que la suite (up)nen converge dans C1([0,e2[x A, Xy 4,) muni de la norme C! vers un certain u
vérifiant :
w(0,A) =0 et (g,\) € Ayx = ﬂ A, = F(e,\u(eg,\) =
neN

a)Résultats préliminaires On commence par donner trois estimations qui se réveleront utiles pour la suite
et qui sont une conséquence immédiate de la formule de Taylor avec reste intégral et des formules (F'1), (F2)
t (F3).
Pour tout s € [sg, S[, pour tout (u,h) € X2, tels que || u|[s,<2et | h|s,<1,ona:

o (F5) || Fe; Au) [ls< C(s) (e [ w [lstv);

o (F6) || DuF (e, A, u)[h] [ls< Cls)(ll w sl 2 [lso + 1A llstn),

o (F7) | F(e, A u+h) = F(e, \u) = DuF (e, A w)[B] 5< Cs) (| llsull BAIZ, + 11 B llstull B llso)-
Lemme 2.4 (inversibilité préliminaire). Soit N € N. Soient A et R deux opérateurs linéaires de EN) dans
lui-méme tels que A soit inversible. On suppose qu’il existe (o, B,p,08) € (Ry)* et s > s¢ tels que :

voe B, | At [ly < allvlls, et || AN o< alolls +81] v,
Vk € BN || RE |5 < 8 || K llsg et || RE < S|k s +p [ K llso

Alors, si ad < , alors A+ R est inversible et on a :

Voe BN (A+R) v s <2a | vllsy et | (A+R) o lls< 2o || v |ls +4(8 +?p) || v s, -

Preuve :
On suppose ad < 5
e Comme EM) est un sous-espace vectoriel fermé du Banach (X, | - ||s,), alors (EXY), || - ||s,) est lui-méme
un Banach. On écrit A + R = (Id + RA™1)A et on remarque que, les opérateurs R et A~! étant continus sur
(EMN) || - |s), Vopérateur RA™! est lui-méme continu sur (EXY)| || - ||s,) de norme
|[RA™ <RI 2w AT Il 2 pony < ad < %

Or, il est de notoriété publique que, dans une algebre de Banach, la boule unité ouverte centrée en 1I’élément
unité (I'identité ici) est incluse dans les inversibles. D’ott Id + RA™! est inversible, puis, comme A est aussi
inversible, A + R est aussi inversible.

e Soit v € E®™), On pose k = (A + R)~'v. On remarque que :

k=(A+R) ™ we (A+Rk=ve Ak=v—-Rksk=A""(v— Rk).
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On en déduit que pour tout s > s on a, par hypotheses (estimations) sur les opérateurs :
I & ls=Il A7 (v—Rk) [|s< e || v=Rk ||s +8 | v=Rk lso< @ | v [ls +ad [ & [ls +ap | k llsy +8 11 v llsy +58 | & |5, -
Enfin, en utilisant que ad < 1 et que || & |[s,=|| (A + R) 710 ||s,< 2a || v |5, on & :

[ & [ls<2(a v lls +2ap+ B +265a) | v ls) < 2a [ v [|s +4(a®p+B) | v |5, -

Lemme 2.5. Soit N € N. Soit (¢,\,u) € J«(,{\[L) tel que || u ||s,< 1.
Alors il existe co = co(3) > 0 tel que si pour un certain h € EN) | [(e', ) — (g, \)|+ || b ||so < coyN ™77, alors
LN (e, N, u+ h) est inversible, et on a pour tout v e EM) :

123

N
LM N u+h) 7 o] s < 4 5

|| v HSO7

et
_ NH NQ;H—V
LD N ut+ h) o] [l5< 4 T vl + K==l lls + T2 1) Tl

Preuve :
On pose z(g,\) et 2/ = (¢/,\). On pose A = LN (z,u) et R = LN (2", u+h) — L) (2, u).
e Alors comme (g, \,u) € J.(Y{\[L) et || u|s,<lona:

_ _ N#
Vo€ BN | A70o ||sg=[l L™ (e, A, )™M 0] [lso < T(H lullso) 1o llso< el v s
oll on a posé a = 2NT“. De méme

_ _ N#
voe EM, [ A7 [ls=] LM (e, A, u) " o] [Is< T(H vis+llullslolls) <allvls+811v s

otton aposé f=|us.

e En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre 0, en identifiant les applications bilinéaires avec
les applications linéaires définies sur un espace d’applications linéaires, en utilisant (F'3) et (F'4) puis (S1) (car

u, h et k sont dans EY)) on a, pour s € {sg,5} :

| RE |5 I LD u+ h)[K] = L) (2, u) k] s

< L u+ h)[k] = L (z,u+ WK s + (| LY (2,0 + B)[K] = LW (2, u) (] |5
< = 2C0) (1 F lstw + T lstw + 1 A ls40)) [1E D5

FO) (I wllsev + 1A lst) 1A Nlsoll B llso + A Mlstull B llso + 1A llsoll # [lstv)
< O E s +o 1l R ls

ot on a posé 0 = C(3,80)N” (|2 — 2|+ [| h ||s,) et p=CGE)(|| w [z +2 || h [|s)N".
e Ainsi, on a :
1 1
5§ <29y INFCO(3, 89) NV ——— NH7V = Z,
@ v (5, 50) 4C' (3, s0) 2

Donc, d’apres le lemme précédent, on en déduit les estimées annoncées.

b)Initialisation On part de ce que l'on sait, i.e. VA € A, F/(0,A,0) = 0.

On pose donc u_; =0 et Ag = G(V]L“)(O). Puis on écrit la formule de Taylor :

Yu € Eo,HoF(E, /\,u) =r_1+ Lo[u] + Rfl(u)

ot on a posé r_1 = My(e, \,0), Lo = LN (e, X,0) et R_(u) = Ho(F(e, \,u) — F(e, \,0) — D F(g, A, 0)[u]).

On remarque que :
u est solution de (Fy) < Go(u) = u ont Go(u) = —Lg *(r—1 + R_1(u)).

On est donc amené a résoudre un probleme de point fixe. Pour ce faire, on doit garantir 'inversibilité de Lg
et le caractere contractant de Gy. Ensuite, on doit vérifier que 'objet solution construit vérifie les conditions
demandées.

Les preuves étant quasiment des copier-coller des celles de ’'hérédité, on ne donne que les étapes.
Etape 1 : Inversibilité de L
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Lemme 2.6 (inversibilité 0). Soit (e, ) € N (A, 2'\/N(;%). Alors Lo = LN0) (¢, \,0) est inversible, et on a :

I L) (e, 2,007 sy < 4y INE et || LY (e, 0,0)7" l5< 497 NG

Etape 2 Argument de point fixe

Lemme 2.7 (contraction 0). Il existe Cy = Cp(so) > 0 et ea = e2(No, s0,7) > 0 tels que pour tout (e,\) €
N(Ag, 27N, ) avec € < €2, on ait en posant pg = Coey IN{' et By = {u € Ep. || u ||s,< po} que :
Go est une contraction sur By.

On note ug € By C Ey 'unique point fixe de Gy sur By donné par le théoreme de pont fixe de Banach-Picard.
On remarque que ug dépend des parametres (¢, \) € N'(Ag, 27N, ?) et est construit pour étre solution de (Fp).
Par (F'1) est unicité du point fixe que si (0, \) € N (Ag, 27N, ?), alors (0, \) = 0.

Etape 3 : Propriétés de

Lemme 2.8 (estimée sous les normes 0). gy € C(N(Ao, 2'yN0_%)7 By) et on a :

~ — ~ v ~ +v+Z
| e nytio lso< KNFY™ | o [I5< 2N et || O aytio [ls< 2Ny 2.

Etape 4 : Construction d’une extension ug de ug

Lemme 2.9 (extension 0). Il existe ug € C*([0,e2[x A, By) telle que :
® Uy = Up surN(A07'yN7%)

o ug satisfait auz propriétés (P1)y, (P2
N

Ko
o H Uo H50\2 et H a(EA)UO ||sU\ 2< )NO

Pg)o et (P4)0.

)o,
3

c)Hérédité Le schéma est identique & celui de D'initialisation, mais avec un peu plus de technique.

On suppose que l'on a construit u, € C}([0,e2[xA, E,) vérifiant (P1),, (P2),, (P3), et (P4),.

On cherche up 41 solution de (Fi41) : 41 F (e, A, u(e, A)) = 0 sachant u,, solution de (Fy,) : IL, F(g, A, u(e, X)) =
0.

On écrit a nouveau la formule de Taylor :

Vh € Epi1, g1 F(e, A tin (6, A) + h) = 7 + Ly [h] + Rn(R)

ot on a posé 1, = M1 F (e, N, tun(g,N)), Lyt = LV (e, X up(g,N)) et

R, (h) =41 (F(g, A\ un(e, A) + h) — F(e, A, un(e, X)) — DuF (g, A\, un (g, \)[R]).

On s’attend donc a trouver u,41 sous la forme wu,4+1 = uy + hpt1 avec hy,41 solution de I’équation précédente
avec premier membre nul. On remarque que :

0 =7 + Lys1[h] + Rn(h) & Guy1(h) = h avec Guiq(h) = —Li 11 (1 + R (h)).

A chaque étape, on sera donc amené a résoudre un probleme de point fixe. Pour ce faire, on doit garantir 1’in-
versibilité de L, 1 et le caractere contractant de G, 1. Ensuite il faudra vérifier que l'objet solution construit
vérifie les conditions demandées.

Etape 1 : Inversibilité de L,

Il faut bien se rappeler que, malgré la notation, L,,+1 dépend des parametres € et A. Il convient donc de choisir
ces parametres pour d’une part garantir I'inversibilité et d’autre part se souvenir du choix des parametres aux
étapes précédentes pour garantir l'inversibilité des Ly pour tout k € [0,n]. On pose donc naturellement

Apg1 = A, N GNY (uy).

Il se peut que cet ensemble soit vide, auquel cas on prend la suite u stationnaire & partir de cette étape.
Cependant, 'hypothese (L) permettra d’éviter ce phénoméne.

On remarque que pour Ny > 272 on aura 27Nn+1 ’yNg% et donc

N(Ani1,2y n+1)CN( ns YN ?).
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Lemme 2.10 (inversibilité). Soit (g,\) € N(An+1,2’yN;+%l). Alors L4y est inversible et on a pour tout

RS En+1 N
"

N, 1
I L7 [0] llso< 4% o llso

et
2(p+v
I Loty [o] IIs< KN (Lo lls AN ) o [ls,)-

Preuve :
Onpose z = (¢, \) € N(Ap41, 27Nn+1) Par construction, il existe 2’ = (¢, \') € A,41 tel que |z—2/| < 27Nn+1
Alors, via Taylor reste intégral et (P1),, on a :

Cula

|2 = 2' 1+ || un(2) — un(2') [ls0< 27Ny & (1 + Ko(7)Ng ).
Il reste juste a choisir Ny assez grand pour garantir 27Nn+1(1 + KO('Y)NO%) < cO'yNni’er v) pour pouvoir
appliquer le lemme d’inversibilité préliminaire. Ceci est possible par choix des N,, et par (P). On a donc, pour
tout v € E, 41, d'une part

N1
I Ly o] llso< 4T+ o llso -

et d’autre part

N,u 2p+v
n+1 n+1
I L] s < 4T+ 10 s +E = (| wn () [Is + || wn(z) = un(z") I5) | 0 [lso

NE L, e
n n ! !

< AR ol +K 5 un() s+ L unC2) s+ L un@) 1) oo
N,u 2p+v

< A7y 5 43K B =2t | v ||y,
N"Z 3p+2v

< ATy s +6K =" v ||,

(P4)y, v 7

2 “+v
< KMNEL(Lo s #N2YE 0 (s

ol on a posé K(vy) = %max(él, 6K).

Etape 2 : Argument de point fixe

Lemme 2.11 (contraction) Soit (e,\) e N(A n+1,2’yNn_fl)
On pose ppi1 = Nn+1 et Bnt1 ={h € Eny1/ || h [|so< pn+1}
Alors pour Ng assez grand, G,4+1 est une contraction sur (Bni1, || - ||sy)-
Preuve :
e Soit h € E, 1. Comme (g,\) € N(Ap11, 27Nn+1) d’apres le lemme d’inversibilité précédent, L;}rl existe et

on a :
I Grsr () s ANy (i llso + 11 Bu(R) llso)-

Comme (g,\) € N (Ant1,2v n+1) C N(An,vNy, ), on a d’aprés (P3), et le fait que B, C Epiq :
rn =1 F(e, A\uy) — I Fe, A\ up) = M1 (Id — I, F(g, A, up).
On en déduit que :

| M1 (Zd = IIn) F(e, A un) s

C(s0) || (Id = TL,)F(e, \,un) |ls,  par (S1)

so,s)N (5=s0) || F(e,\un) |5 par (52)
(

70 lso

< O
< O
< C(so, )N 1 (€+ | wn ||540) par (F'5) et définition des N,
< Clso, )Nn 74 N un ) par (1)
_(_ s0)
< C(50,5)N,p1 2 (64 || un |[s)N)  pour Ny assez grand
_ G=s0)
< C(50,5)N, 1 ’ B, NY par (P4), et pour € < 1
< C(SO,E)Nnﬂ‘hLVH) UN#JJFF{'N,’{H par (P4),, et par définition de 5 et IV,
_ = p—o—2
= C(s0,8)N, {1
= C(sO,E)anN;ﬁfl par définition de p,41
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D’autre part, d’apres (F'7) et la définition (Taylor) de R,,(h), on a lestimée quadratique suivante :
Vs € [s0, [, | B (h) [1s< C(8)(| wn sl 2112, + 1 7 lstwll P llsy) (%)

On en déduit que :

| Ru(h) lse < Clso)(l un lsotull A ll5g + 12 lsotoll A llso)
< O(s0) (N L un [lsoll B I3, +Nisa (12 ]17,)  par (S1) car h € Enyy et up € By C Epga
< Clso)Nyy Il B2, par (P1),
< C(SO)NV 1P721+1
= C(SO)Pn+1N5+f_1

En combinant les estimations précédentes, il vient :

|| T'n ||50 + || Rn(h) ||50 < 0(507_)pn+1(Nn+11 N'Z—i—f 1)
< C(50,3)pn+1 N, L par (P)
< Pntl N"Zﬂ pour Ny assez grand.

D’Otl || gnJrl(h) ||SU< Pn+1, ie. gnJrl(BnJrl) C BnJrl-
e Pour montrer le caractere contractant de G, 11, il suffit, par I'inégalité des accroissements finis, de montrer

que sa différentielle est %—lipschitzienne. En différenciant la définition de G, 1 on trouve que pour tout (h,v) €
Bry1 X Epy1,0onac:

DaGrst (W] = — Ly Tt (DuF (e, At + 1)[0] = DuF (e, A, ) [0]).
On en déduit que :

H Dhgn-i-l(h)[v] ||50 || n+1 n+1(DuF(5a)‘aun + h)[”] - DuF(E Ay U, [ ]) ||50

4N} nt1? || Hn+1(D F(E A, U + h) [U] D,F (5 A “n)[ ]) ||50

40(s0) Ny 17 || DuF (e, A un + h)[v] = DuF (g, A un)[v] s

4C(s0)N,, 417 Yl wn llsorwll B llsoll o llso + 1 v llsowll B llso + 110 llsoll 2 llso+v)
TN, +17 Pn+1Nn+1 v llso

7Nn+1'Y pn+1 |l v lso

[vllsq

INCINCIN NN N

ol on a utilisé le lemme d’inversibilité pour la premiere inégalité, (S1) pour la seconde, la formule de Taylor
avec reste intégral couplée avec (F'3) pour la troisieme, (S1) combinée avec || uy, ||so< 1 et || A ||s< pr41 pour
la quatriéme, (P) pour la cinquiéme et le choix de Ny suffisamment grand pour la dernieére.

On note hn+1 € Bh+1 C Enia 1un1que point fixe de G, 41 sur B,4+1 donné par le théoreme de pont fixe de

Banach-Picard. On remarque que hn+1 dépend des parametres (g,\) € N (Ap41,29N,, +1) et est construit pour

étre solution de
Unt1(e, A h) =141 F (e, A\, un (e, ) + h) = 0.

Par (F1) est unicité du point fixe que si (0,A) € N(Ani1,27N, 2), alors T, 11(0,A) = 0.
Etape 3 : Propriétés de 7Ln+1
2(,u+1/).

Lemme 2.12 (estimée en grande norme). Soit (g,\) € N(A,41, 27Nn+1) Alors || hns1 |[s< N

Preuve :
Par construction, h,4; = gn+1( n+1), donc grace au lemme d’inversibilité, il vient :

7 2 v
1 g 5< KNS (L s+ 1 Bu(raga) s + N2 llso + 1 Ra(Baga) llso)-

Or d’une part :

Frnlls = [l Mg F(e; A un) [|s
< Clso) | (e, Aun) [[s - par (S1)
< C(s0)(et [ un [ls4v)  par (F5)
< C’(SO)NVB par (S1) et (P4)
< C(SO)NSJJ:1 v par (P4), et définition des N,
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et d’autre part :

| Rn(hnt1) s < CE)(I| un ||s+l/|| hn+1 || + hn+1 l[5+l hn+1 lso)  par (x)
< CENEBy | hnga |2, +N”+1 | Anr lI5]l Bngr lls)  par (S1) et (P4),
< CE)(NYN)TYN=20- Ny Vot | g [ N car || hnt1 [lso< prg1 = Ny it et par (P4),
< 0(5)(an1 1 N:zj-',-la ! H hn-i-l Hs

En combinant les estimations précédentes on trouve, pour Ny choisi suffisamment grand pour faire disparaitre
les constantes :

~ 1 o0t 1 ~
| Foer 5 SN2 45 1 B s

D’ou l'on tire :
2
| gt [ls< N2,

Lemme 2.13 (estimées des dérivées). On a En+1 € C*(N(Anya, QVNJ_E), B.i1) et on a :

_ 1 B 2
| et oo GNAET" et || ehntn lls< Nos™*.

Preuve :
Soit z = (g,\) € N(Ap41, 27Nn+1) Par construction, on a : 0 = Up41(2, ing1(2)) = g1 F (2, un(2) + Bng1).
En différenciant la définition de U,41 on trouve :

DhUnH(z,ﬁn_H) = LWVt (2 0, (2) + hngr)-

On en déduit, par le lemme d’inversibilité la quantité précédente est inversible et que pour tout v € E, 41, on

a
m

- B Nn
| DhUns1 (2, Bngr) " 0] [|so < 47“ v [lso

et
e — 3 v
| DUn1 (2, k1) "2 0] s K (V)N (Lo [ls +N2ET [0 [ls,)-

Comme U, ;1 est de classe C! (car F l'est) et que En_l,_l est a valeurs dans Bn+1, en appliquant le théoréme des
fonctions implicites en chaque point (z, h,+1(2)) pour z € N (Apy1, 27Nn+1) on en déduit que

Bnt1 € CYN (Ans1, 29N, 5), Bo)

et que
~ ~ -1 ~
azhn-i-l = - (DhUn-i-l(Z; hn+1)) (azUn-i-l)(Za hn—i—l)-

Or, par dérivation composée et en dérivant (F,) par rapport & z, on a pour tout (z,h) € N (A1, 27Nn+1)
En+1 :

82Un+1(z,h)

=10,410,F(z,un + h) + W11 D F (2, upn + h)[0,uy]

=10,410,F(z,un + h) = 11,0, F(z,un) + Upy1 D F (2, up, + h)[0:un] — I Dy F (2, uy) [0, 0]
=11,11(0.F(z,un + h) — 0. F(z,upn)) + pi1(DuF(2,un + h) — Dy F(2,up)) [0, )

111 (Id — 11,,) (0. F (2, upn) + Dy F (2, up)[0:un]).

On étudie les différents morceaux :
[ ]

| M1 (0= F (2, un + h) — 02 F(2,un)) lso + | 1 (DuF (2, un + h) — Dy F'(2,un))[0:un] [|s

< C(s0) (| O=F(z,un + h) |lso + || (DuF(z,un + h) = DuF (2, un))[0:tn] ||s,)

< C(80) (| B Mlsorv + T un [lso+ull B llso + [ wn o+l 2 ||50|| Dzt ||so + || 02 Un lso+ull P llso + Il B llso+ull Oztin o)
< Cs0) (Nga I llsa +N31 llsa +2N2 1 lloy Ko(V)NG + Niria Ko (NG |1 o |, )

< C(SOa'V n+1 H h Héo
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ou on a utilisé (S1) pour la premiere inégalité, Taylor, (F'3) et (F'4) pour la seconde et (S1) et (P1),, pour la
troisieme.

| M1 (Id — 10,) (9. F (2, un) + DuF' (2, un)[02un]) s

< C(SO)N—@—&» (1 0= F(z,un) s + || DuF (2, un)[0z1n] 5) par (52)
<50>N E=00) (1 g [lssw + 1l tn lsoll Ootin |12, + 1| 0ot sl Dot [ls0)  par (F2) et (F6)

< Cls0,1)Na ™" (1 || tn N4 + || Ozttm [1510) par (P1),

< C(so, ) n“ o) Ny NY TS par (S1) et (P4),

< C(s0,7)N,,. 2(“+V+a+4) par (P)

D’ou 'on déduit pour Ny suffisamment grand :

” azﬁn-i-l ||So< K(’y)N (NV o— 1+N 2(H+u+0+4)) —N v—1

n+1 n+1 2 n+1
[ ]
| 0-nr lls < KON (1 0:Uns1 (2, i) s +N38 10U (2, i) [l )
< KON (I llssw + 1R s + 1| Qoun Il +NZE)
< KMNLY (MR N)
< NsSleJrV)Jrcr

ol on a utilisé la formule de dérivation composée donnée plus haut, (S1), (F2), (F6), (P1), et les estimées
précédentes pour la seconde inégalité, le lemme précédent et (P4),, pour la troisieme et le choix de Ny suffisam-
ment grand pour la derniere.

Etape 4 : Construction d’une extension de ﬁnﬂ et de u,; vérifiant les propriétés souhaitées
Lemme 2.14 (extension). Il existe h,11 € C*([0,e2[x A, By11) vérifiant :

® hyi1 = }NL,LH sur N(A,LH,“/N;E),

e VA€ A, hpt1(0,)) =0,

o [ hngr s < N

° H 6(8 )\)hn+1 ||sn\ Nnj,ll 1~

Preuve :
On considere une fonction cut-off ¢, 11 € C*([0, £2[x A, [0, 1]) valant 1 sur N (A,,+1, 7 n+1) 0 sur N (Apt1, 2'yNn+1)C
et telle que |9z \)¥ny1] < C’y’lN%H. On définit alors la fonction hy,,41 sur [0,e2[xA par :

n

Y1 (8, Nhni1(,0) si (5,0) € N(Apga, 27Nn+1)

V(e,A) € [0,e2[xA, hnyi(e,A) =
(g,A) € [0, +1(g,A) {0 si([—:,)\)EN(AnJrl;Q'YNnJ,-l)

® h,41 est bien C! car ¥, 41 et 7ln+1 le sont sur V(A 41, 2’yNn+1) De plus, comme 1,41 et & valeurs dans [0, 1]
et que ﬁnﬂ est a valeurs dans B,,1, alors hy,41 est a valeurs dans Brt1-

e Par construction, on a bien h,11 = 7ln+1 sur N (A1, 'yNnH)

e Soit A € A.

Si (0,A) € N(Ap41, 27Nn+1) alors d’apres la remarque faite a la fin de I’étape 2, on a En+1(0, A) = 0 et donc
hnt1(0,0) = 0.

Sinon (0,A) € N (Ap41, 27Nn+1) et dans ce cas on a directement h,41(0,A) = 0.

Dou VA €A, h,11(0,)\) =0.

e Comme v, 11 est & valeurs dans [0, 1], on a par construction de En+1 :

H hpt1 HSO< |1/’n+1| H hpt1 ||50< Prn+1 = N{ffl

e Par dérivation d’un produit, le lemme précédent, la construction de 1,41 et pour Ny assez grand, on a :

7 7 — -3 1 v v
| Oe nyhn+1 llso < 1Oe \yPntal | Pt [lso H|Yntal | O nyhntr [lso< Cy N o Nnit YN

On peut donc enfin poser w41 = Uy + hpy1.
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Lemme 2.15. u,1 est une fonction de classe C' définie sur [0,e2[x A et satisfaisant auz propriétés (P1),.1,
(PQ)n+1, (P?))n+1 et (P4)n+1.

Preuve :
® u,11 est une fonction de classe C! définie sur [0, 2[x A, car u, et h,,1 le sont.

e Comme hy, 11 = ﬁnﬂ sur N (A1, 'yNnH) il vent par construction de ﬁnﬂ :

V(e A) € N(Antt, YN 2), Tho 1 F(e, A ting1(,A)) = g1 F(e, A i (£, A) 4 Tng1 (£, ) = 0

D’olt up41 satisfait (P3),41.
e Soit k € [1,n+ 1]. Si k € [1,n], alors par (P2),, il vient

| uk — uk—1 o< Ny 77 et || Oeny (ur — up—1) [ls< N 770

Il reste donc a vérifier cette propriété pour k¥ = n + 1. Par construction de h,y; et Enﬂ et par le lemme
d’extension on a :

|| Un+1 — Un ||507|| hn+1 ||50\ anl !

et
H a(6 ) (un-i-l — Up) ||50_|| a(6 /\)hn-i-l Héo\ Nn_:l L
D’olt w41 satisfait (P2),41.
e Soit (g, A) € [0,e2[xA.
> Comme E,, C E,41, que par (P1), on a u,(g,\) € E, et que hyy1(e,A) € Byy1 C Epyy, il vient :
un+1(€, /\) € Epia.

> Comme par (P1), on a u,(0,\) =0 et que par le lemme d’extension on a h,+1(0,A) = 0, il vient :

un+1(0, )\) =0.

> Par construction, on a : up41 = Uy + hpt1 =Up—1 + hp +hpyp1 = ... =up + Z Rit1.

On en déduit que pour Ny suffisamment grand, on a :

Il it [lso <l o s +Z I (1< 5 +2Nkf1 ' <
k=0

> De méme, pour Ny suffisamment grand on a :

[ Oy un+1 llso<ll A nyuo [lso +Z | e, ny et 1 ||< ZN,;r”l < Ko(v) Ny

k=0

D’ott up41 satisfait (P1),41.
® On pose Bpiy =14 || uns1 [ls et By =1+ || Oc pyunt Ils -
> Par le lemme d’estimée en grande norme et (P4),,, on a pour Ny suffisamment grand :

But1 < Bat || st [5< Bat || hog [5< 2N + N2YH) < 2Nify.

> De méme, par le lemme d’estimées des dérivées et pour Ny suffisamment grand, on a :

Bii < But (| 0 yhntr s _
< B + |8(e A)wn+1| || hpt1 ||s + || a(a )\)thrl ”s
< 2N;L+i/+2 +C ,1N2(,u1+1/)+2 +N2(u+u)+a
< oNITHE "

n+2

D’olt up41 satisfait (P4),41.
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d)Conclusion du sous-théoréme Il reste & montrer la convergence dans 1'espace C1([0, e2[x A, X, +,,) muni

de la norme C* - ller=Il - llsorv + |l a(a,)\)' | so+v
e D’aprés ce qui précede, on a pour tout n € N, u,, € C1([0,e2[xA, E,) C CH([0,e2[x A, Xy10)-
e Comme (C1([0,e2[xA, Xsy4.),] - llc1) est un espace de Banach, prouver la convergence de la suite (uy)nen

revient a prouver I’absolue convergence de la série télescopique associée.
D’une part, on a :

—+o0

—+o0
Z | un = un—1 [lsgtr < C(s0) Z Ny [ tn — un—1 [ls,  par (S1)
n=1 12
< C(s0) Z Ny—o—t par (P2),
=
< C(s0) Z Nt par (P).
n=1
D’autre part, on a :
—+oo +oo
Z [ Oe.n) (un = tn—1) [[sog+r < C(s0) ZN:: | un = tn-1 [[s, par (S1)
n=1 1?.;
< C(s0) YN, ! par (P2),
n=1

La derniére série étant absolument convergente, on en déduit la convergence de la suite (uy,)nen vers un certain
u € Cl([oa 52[a X50+V)'
Finalement, comme pour tout n € N et tout A € A, u,(0,\) =0 et qu’'on a convergence uniforme, alors

VA €A, u(0,)) =0.

Soit (£,)) € Ase = (] An. Alors :

neN
H F(E’)‘au) HSo < H HH(F(‘E’)"U) - F(E’)‘aun)) HSo + H (Id_ HH)F(‘E’)"U) HSo par (P3)n
< Clso) ([Fun lsorwll w—un [ls + v = un so+0) + [| (Id = TL) F(e, A, u) [[s, - par (S1) et (F6)
< Cls0) [Ju=un [lso4r + | (Td = TL) Fe, A, u) [l par (P1)n, (51) et (52)
Cette derniere quantité tend vers 0 par convergence de la suite (u,, )nen vers u dans (C1([0, e2[x A, Xgo40), ||+ ller)

et d’apres la troisieme remarque faite apres l'introduction des projections.

e)Preuve du théoréme On pose K = Ko(fy)NO% (7) et e3 = min(e1 (7, K),£2(7)). Soit & € [0, e3].
Compte tenu du travail déja effectué, il ne reste qu’a prouver que, en posant C, = AS , on a :

IC, N ([0,e[xA)| < Ce.

Soit M comme dans ’hypothese (L). Soit Ng > M. On pose H = Gg{\ﬁ) (0), Gy = GEYZX?)(O) et pour tout

“+o0
neN* G, = G%%L)(un,l). Alors, par construction, Ay, = ﬂ G, et, en notant ¢ en exposant pour désigner le
n=0

complémentaire dans [0,e[x A, on a :

400 ¢ +oo too
Az = (m Gn> = Ue cmruepmu Je6o).
n=0 n=0 n=1
D’ou 'on déduit :
+o00 too
(Cl = A% ] < JHE|+IGE\HE| + 3 [G5\G5a| < Cre(1+ M7 + 3 Crelity < 207e.

n=1 n=1

La premiére inégalité étant due & I'inégalité de Boole et la seconde & I’hypothese (L) car, par (P1),, u, € L[%V")
et, par (P2),, || un — tun_1 [|s,< N, 7L
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2.2.3 Extension du théoréme de Nash-Moser

Pour tout N € N, pour tout v > 0, pour toute fonction K : Ry — [1, 4+00] croissante, on pose :

N L) (g, )\, u) est inversible et
o 1 ={(enw e el x BV G

o pour tout u € UL, G (u) = {(s, \) € [0,20[x A/ (2, A\, u(z, \)) € Jgfj,c} .

i)

De méme on considere ’hypothese (L), analogue de I’hypothese (L) en remplagant GSYAQ() par G/

Alors on admet que le théoreme de la section 2 se ”prolonge” en le théoréme suivant :

Théoreéme 2.16 (admis). On suppose que S = +oo et que les hypothéses (F1), (F2), (F3), (F4) et (Lx) sont
vérifiées.
Alors les conclusions du théoréme de la section 2 reste valable pour u € C1([0,e3[x A, X).

2.3 Un autre aspect de rupture avec le théoréme des fonctions implicites : la
théorie de la bifurcation

Comme ce stage est censé déboucher sur une theése, on place ici une trés bréve (car ce n’est pas objet de
ce stage) présentation de cet outil d’analyse non-linéaire qu’est la théorie de la bifurcation. L’essentiel de cette
sous partie est tirée de [Ki00] et [CR71].

L’idée principale de la théorie de la bifurcation est de rechercher des solutions d’une équation du type

F\u)=0 (%)

ou FF: Rx X — Y est une fonction d’une certaine régularité (a minima continue) avec X et Y deux espaces de
Banach, connaissant le fait que VA € R, FI(A,0) = 0 (solution triviale). En faisant varier le parametre A, on va
chercher & capter des solutions non-triviales de ’équation (x) proche de la solution triviale.

Pour que cela soit possible, le théoréme des fonctions implicites demande que la différentielle partielle en la
seconde variable soit non-inversible (sinon on a un difféomorphisme local et donc aucune chance de voir deux
solutions distinctes en un endroit). Cette condition est assurée par exemple lorsque son noyau est non-trivial.
Plus précisément, un des théoremes principaux de cette théorie utilisé par mon encadrant dans ses récents
travaux ([DHR18], [HMV12] et [HH14] pour n’en citer que trois) est le théoréme suivant.

Théoréme 2.17 (Crandall-Rabinowitz). Soient X et Y deux espaces de Banach. Soit V' un voisinage de 0
dans X. Soit F: RxV — Y une fonction continue. On suppose que :
Nz) — F(\a)
YA eR,F(A\0)=0,
e Les dérivées partielles O\F', 0, F et O\, F' existent et sont continues,
il existe xo € X tel que ker(0,F(0,0)) = (xo) et Y/Im(0,F(0,0)) est unidimensionnel,
Or0zF(0,0)z9 & Im(0,F(0,0)) (condition de transversalité).
Si x est supplémentaire de ker(0,F(0,0)) dans X, alors il existe un voisinage U de (0,0) dans R x X, un

intervalle | — a,al (a > 0) et deux fonctions continues 1) :] — a,a[— R et ¢ ;| — a,a[— Y telles que 1(0) = 0,
d(0) =0 et

{(\2) e U/F(\z) =0} = {(¥(s), szo + s¢(s))/|s] <a}U{(N0) e U}.

3 Application aux EDP

On donne ici quelques exemples de résultats d’existence de solutions quasi-périodiques a certaines EDP.
Comme annoncé dans l'introduction, ces résultats proviennent de ’école italienne qui s’est beaucoup intéressée
ces dernieres années a ce type de résultats.

3.1 Solutions périodiques a NLW

3.1.1 Cadre fonctionnel et énoncé du résultat

Le premier résultat concerne 1’équation des ondes et est une application directe du théoreme appliqué ”a
la Nash-Moser” de la section 2. Le théoréme est d’ailleurs extrait du méme article [BBP09]. On s’intéresse &
I’équation des ondes non-linéaire suivante (M désignant S ou T¢ (d € N*)) :

O — Au+ V(z)u = ef (wt, z,u)

21
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oz € M,V € CP(M,Ry)\{0} avec p > max(2, £) et f € CI(Rx M xR, R) pour un certain ¢ € N. On suppose
f(, z,u) 2r-périodique.

On cherche des solutions u périodiques en temps de cette équation. Pour plus de commodité, on fait un chan-
gement de variable ¢ — wt pour se ramener & la recherche de solutions périodiques de ’équation

wW2Ohu — Au+ V(2)u — ef(t,x,u) =0 (%)

Il nous faut donner le cadre fonctionnel de travail. On va chercher des solutions de (x) en appliquant le théoréme
de Nash-Moser présenté plus haut dans ’échelle Sobolev en temps et espace, périodique en temps. On va se
restreindre aux parametres vérifiant certaines conditions diophantiennes. Pour cela on considere pour €9 > 0,
(w1, ws) € R2, 7 >d+ 2 et 7y > 1 'ensemble des parametres suivants

VI € Z,¥j € N,VEk € [1,d,], |w?l? —w?, | > L et
" {(an) € [0, e0[x w1, wa/ ; i wj7k| o }’

V(l,p) € Z\{(0,0)}, lwl = FFp| > i

ou T > 0 désigne la plus petite période du flot géodésique de M pouvant étre renormalisé & 1 et les (wj2 i )j.k
sont les valeurs propres de Uopérateur —A + V(z).

a) Les espaces de fonctions Pour tout (s,s’) € (R1)?, on pose :
H>" = H*(T, H* (M,R)).
Une fonction u € H** s’écrit formellement (de maniére unique) :

U = Z ey ot uy = Z UlnPn € HY (M,R)

leZ nez

avec (¢n)nez une base orthonormée de fonctions propres d’un opérateur auto-adjoint & résolvante compacte
défini sur H* (M, R).

. /
On munit H%* de la norme :

[ wll? o=l Zemul 12.= ZU)QS (| w H?{S’(M,R)

IEZ leZ

ou (I) = max(1,|l|) et

| w ||i[s’(M,]R):|| Zul,n@n ||§{s’(M,R): Z(l + An)? |Ul,n|2
nez nez

avec (Ap)nez une suite de valeurs propres associées aux fonctions propres (¢n )nez-
Exemple utile pour la suite :

Pour u € H%Y on a u = Z ulﬁneiltgan et || u ||(2J,0: Z [ |?.

(I,n)ez? (I,n)ez2
Dans la suite, on se fixe un s; €] max(2, %),p], on note H® := H*%! et on note sa norme || - ||s:=|| - [|s,s; -
Ce faisant, par injection de Sobolev, on a :

1
H**(M,R) C L*°(M,R) est une algebre de Banach et Vs > 3 H? est une algebre de Banach.

Pour les suites (A )nez et (¢n)nez, on prend les valeurs propres et les fonctions propres de Popérateur auto-
adjoint positif —A + V (z). On note (W?k)j,k les valeurs propres et (¢; )1 les fonctions propre associées. On a
la répartition suivante des w; 1 :

Lemme 3.1 (admis). Il eziste « € R, ¢9 > 0, Cp > 0, 6 €]0, 1] et une suite de segments disjoints (I;)jen~ tels
que Iy soit a gauche de Iy et :

. 2T cy 2m C
Vi>2,I = T+a—j—§77+a+j—§

avee (wi )i © |J I win € 1 et Card(wj)j e N 1) == dj < Coj?=" ; k € [1,d;].
JEN*
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Remarque : La racine du spectre est donc répartie en grappe dans des intervalles se décalant vers la droite
en dont la taille diminue.

On considere les sous-espaces de H? de troncature en temps :

EWN) = ¢y = Z eVl € [N, N],u; € H**(M,C) et T = u_,
<N

On considere (TI'N)) ey la famille des projecteurs orthogonaux au sens L? associée aux (EM)) yep.
Trivialement, les hypotheses (S1) et (52) sont vérifiées.
b)L’énoncé du théoréme

Théoréme 3.2. Soit 0 < wy < wa, alors il existe s* > % et k* € N tels que pour tout f € C""’*(T x S x R),
pour tout v €]0,1[, il existe g = £o(y) > 0 et un application u € C*([0, eo[x w1, wa[, H) tels que
o Vw €lwi, wal, u(0,w) =0,

o Y(c,w) € [0,e0[X]wi,w2[\Cy, u(e,w) est solution de (x) ot Cy est un ensemble de Cantor vérifiant :

IC4] S veo et Ve €]0, 0], |Cy N ([0, e[x]wr, wa])| < ve.

c) La fonctionnelle d’intérét On considere l'opérateur Q = (—A + V(z) + Id)~! vérifiant 'estimation de
régularité elliptique :

Yu € H || (=A + V(@) + Id) ™"t ||o,0 <]l t |5 max(0.5~2) -
La fonctionnelle a laquelle on va appliquer le procédé de Nash-Moser est définie par :
F(e,w,u) = w?Quu+u — Qu — eQf(t,z,u)
Les linéarisés associés (avant et apres application de 'opérateur @) sont :
vo e EN) LN (w)[v] == L) (e, w,u)[v] := w?0yv — Av + V(z)v — elI™) (b(t, 2)v)

et
vo € BN LM () o] := LW (e, w, u)[v] := w2 Qv + v — Qu — el Q(b(t, x)v)

ot on a posé b(t,x) = (Ouf)(t, z,u(t, z)).

Proposition 3.3. On suppose S =k —s1 —2 > s9 > % et f € CF(T x M x R).

Alors F : [0,e0[x]|wi,wa[x HT2 — H% est une application de classe C* vérifiant les propriétés (F1), (F2),
(F'3) et (F4) pour s € [sg, S].

3.1.2 Estimées sur les linéarisés

On aura besoin du lemme d’interpolation suivant :

Lemme 3.4 (interpolation). Soit 5 > 1. Soit s; > 4.
Alors pour tout s = 5 et pour tout s§ € [0, s1], il existe Cy(3) > 0 et C1(8,s) > 0 telles que :

Vb e H*,Vu € H>™, | bu ||o < Co(8) [ 0 [s]l w lls.s; +C1(S,8) 105l w Iz, -

Preuve :
bl = 3 00 Y bt By e

meZ IeZ 0

< Z (m)2® <Z | brm—i || ;e (M,R)> inégalité triangulaire
meZ IE€Z )

< Clsi) Y (m)™ (Z 161 12 (o | i [yt <M,R>> algebre, H* < H* et Riesz-Thorin

MEZL LEZ
< (P + (P2)
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ot (P1) est la somme ol les indices [ sont restreints a la condition

(M) : <wim>l> < 1+ 1(s) avec n(s) =27 — 1.

et (P2) est la somme complémentaire.

On a:
2

7 s (m)*
(P = YA D0 bl mmry O tme e gy (M= 1) ez
(M) W (m —1)

meZ \le(M)
_ 2
2 2s 2 2s
< ¥ (Z 10 P ungey 007 1ttt Py gy =0 ) ( o | Canchy-Schvars
meZ \IEZL leZ

CE b2 w2,

De méme on a (P2) < C(s,s) || b 2] v ||§s,1, ce qui donne le résultat.

a) Estimée sur le linéarisé £(V)
Proposition 3.5. Pour tout 7 > 0, pour tout 19 > 1, il existe up = 0, s > %, une fonction croissante
K:Ry — [1,4+00[ et pour tout v > 0 il existe n(vy) > 0 tels que si :

o e blls+1) <n(v),

e V(l,p) € Z*\{0,0}, |wl — ZEp| > aFm

o V1<K <N | (L0 () flo0< 457

Alors, on a :

Vs > 5,%h € B, || (£ () 1 h] o

NE( A dlso + 110 llsll 7 [ls,0)-

Preuve :
On se fixe un p > 0. De la, on considere ’ensemble des S = Sn,p,w défini par :

_ 1
S:={l€ZN[-N,NJ/ | Di(w)™" llzr2rmy)> ;}

ot Dj(w) = —w?> — A+ V(x).
On définit alors ’ensemble des R := RN,pw comme le complémentaire dans ZN[—N, N] : R = S°.

Les sites singuliers sont ”séparés” au sens du lemme suivant :

Lemme 3.6. Soit w vérifiant V(l,p) € Z*\{0,0}, |wl — 2Zp| > W
Alors il existe c(y) > 0 et 09 = do(70,0) €]0,1[ tels que :

VL) €S LAV = 1=V = c(y)(U] + 1)

Preuve (admise) :
Soit (1,1") € 8? tel que | # I'. Par construction, il existe (j, j') € N? et (k, k') € [1,d;] x [1,d;/] tels que :

lwl — wj k| < C|Tp| et Jwl' —wj p| < C|l_[j|'
On a donc par la condition diophantienne :
v N 2T, c c
——— < | wl-1l)— = — <+ 7=

On en déduit le résultat voulu en utilisant || + |I'| < 2min(|l[, [I']) + |1 = U|.

On a: N
EW) = Er ® Es
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avec

Er = {u = Ze“tul S E(N)} et Bs = {u = Ze“tul € E(N)}

lER les

et g : ENY) — Ep et g : EN) — Eg les projecteurs orthogonaux associés.
Pour (¢,w) € G, on représente le lindarisé LV := £IV) (y) matriciellement par :

(N) (N)
e - (el e )= (5 )
sl UsLp, Ls Ls
On remarque que si 'on note t pour désigner la transconjuguée, alors on a : E‘% = (£§)T, E;z =Lp et Ej; =Ls.
On souhaite inverser £(N). On remarque que si ’on suppose I'inversibilité de L% et celle de U := ngﬁgﬁ;alﬁ% :
Es — Egs, alors £(Y) est inversible et on a I'identité :

(L)1 = Id —LR'L5 L' 0 Id 0\
0 Id 0 Ut —LBLG Id

Dans la suite, on pose 5 := 1+ (7 + 2)d; .
Lemme 3.7 (inversibilité de Lr). Pour e || b ||z assez petit, Lr est inversible et on a :

Vs > 5,Vh € Er, | L' 1] ls0< 207" || R |0 +p722C(s) [ b ]ls]l 2 50 -

Preuve :
On décompose Lr = Dr + Tr ot Drh] := g (w?0ih — Ah + V(x)h) et Tg := g (- (bh)).
D’une part, par construction, on a || (Dg)™! ||s,0< p~ .
D’autre part, par le lemme d’interpolation on a : || Tr[h] ||s,0< €Co(5) || b 5] h ||s,0 +€C1(s,3) |Is]| P |50 -
D’olt par le lemme d’inversibilité préliminaire de la section 2, il vient pour p=1eCo(3) || b [|5< %, L est inversible
et :

I L2 h] ls.0< 207" | e lls0 +p7%€4C1(s,3) 10 sl P 50 -
Lemme 3.8 (inversibilité de U). Pour (|| b ||z +1) < n(v) assez petit et pug = 27+ 2, U est inversible et on a :

- B K(s
Vs > 3,Vh € Bs, | U] o< i ) N#O (B o+ 118 1]l B o).

Preuve :
L’opérateur U peut se représenter matriciellement par U = (U} )(1,1)es?-
On admet que pour tout (/,1’) € §2, on a :

ZT

. _ | . ' C(s)e || b]ls
@) 11U e mry< 07 et (id) || U |leieomp)y< ————

—vp=3
On écrit U = D(Id + D~P) avec D = diag(U})ies et P =U — D.
Soit L1 € N*, alors :

[ ]
| d - P e < S WP IO Y U s
leS,|l|>Ly I'eS\{l}
<o ¥ TS 00 Lo iyl el ar (i)
B 1 L:(L (M,R)) l L (M,R) par (2
leS,|I|>L1 " I'eS\{l}
= (P1)+ (P2)

ou (P1) désigne la partie de la somme dont les indices vérifient la condition Ly < |I| < 2|I'| et (P2) la somme
complémentaire.
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Or d’une part, on a :

l/ S h/ 2
(P1) < Cly,s) Y. el ol | > ] |/| Sj%”(;ﬁfﬂ“ par (ii) (s = 3), séparation et & €]0, 1]
1ES, 1> L > U | 2

N[=

< C(v,s) Z el {1 b Izl A ls.0 Z |I/| =250 (25-1) par Cauchy-Schwarz

l€S,|I|>L1 )=
< eClys) bl hllso Y TR
1€S,|I[>L1
< eC(v,s) || bzl b l|so L7208 avec par choix de 5,7 +2 — §p5 > 0

et d’autre part, on a :

C(S s ‘I’E || b” l
(P2) < =E 3T | D Wb lleousy | car V=1 >
v les | | |l’\<%‘
C(s
< Db ST o
C les
< % 15 1]l 7 floo N7+2

e De méme on montre que
| TTE (D PIA]) [ls,0< LS | DTPIA] Hlo.o< LIC()e |10 lI5] A lloo -

e Finalement, en choisissant L, suffisamment grand, on déduit 'existence d’un n(y) > 0 petit tel que pour
e b lls +1) < n(y), on ait :

_ . _ 1
| D~ Ph] IIso\ 5 12 lls0 +C () 10 llsll e floo NT2 et | DTIPLA] o< 5 | A lloo -

Dongc, par le lemme d’inversibilité préliminaire de la section 2, on en déduit que I'd + D~ P est inversible et que
quitte & prendre K(s) assez grand :

I (Zd+D~"P)HA] s0< 2 (1 2 fls0 +4C(s) b [lsll B llo.o N7F2.
Par ce résultat et (i), on en déduit que U est inversible et que :
K(s)
v

FT=HR] lso == NTH2(| Bllso + 1B llsll 72 Tlo.0)-

b) Estimée sur le linéarisé L(V)

Proposition 3.9. On se place sous les hypotheses de la proposition précédente.
Alors pour tout s =5, on a pour = po + s1 + 2 et K(s) suffisamment grand :

K(s)
2

vhe BN || (L) (w) 7! (] s< NE AL + 1w sl A fls)-

Preuve :
Soit h € E®) On pose v = (L) (u))~[h], i.e. h = (L) (u))[v] = v+ Q(w?v — v — eIV (bv)). Alors

| b+ Q(—w?dyv + v + eIIN) (bv))

1A lls + || Q(=w?dev + v + eI (b)) ||

|1 lls + || =wrev + v+ eTIN) (bo) [|s, 5, -2

| hlls +FCN2 || v ||s,5,—2 +€C(s) || b ||s]| v [[z.5,—2 par le lemme d’interpolation

ol

NN N

En utilisant la relation "récurrente” || v [|5.5,—2< CN? || v ||5.max(0,51—4) + || & ||5, on obtient par itérations
successives une estimation du type :

lv < CEN" (v llso+ 1 7 lls + 110 llsll v llso + 1011l 2 5)-
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Enfin, en remarquant que v = (LM))~Y(=A + V(x) + Id)h et que Q= = —A + V(z) + Id est un opérateur
elliptique d’ordre 2 en espace, il vient en appliquant la proposition précédente :

K(s)
g

[0 lls0< NN,z + o (sl A llz2)-

Finalement en combinant avec le fait que || b ||s< C(s)(1+ || u ||s) et que comme s1 > 2, on a par injection de
H*' dans H? (quitte & modifier un peu K(s)) :

K(s)
v ls,0< TN“°(|| holls + lw [l 2 1l5)-
En rassemblant les résultats précédents, on trouve ’énoncé de la proposition.

3.1.3 Vérification de I’hypotheése (Lx)

Il convient d’abord de définir les ensembles de parametres d’intérét. On pose :

KT
g = {(s,w,u) € [0, e0x]wi, w2 [x EM) /(e,w) € G, | u ||sg< 1 et V1 < K < N, || (L5 ()™ [|o.0< 47} ,

D’apres les deux propositions de la sous-section précédente, on a, pour u = pg + s1 + 2, 'inclusion :

y LN (e, A\, u) est inversible et
J’S/MU‘)VIC - {(Eﬂ Avu) S [O,EO[XA X E(N)/ |

Vs € {505}, Vh € B, || LV (e, 0, w) 7 [A] 1< K() 25 ol + 1w [l B o)
On pose encore :
U = {u e (0, colxlwr, wal, EM)/ | 0 lsg< T et || enyullso< K}

et pour tout u € UI((N),

ng\g,c(u) = {(E,w) € [0,eq[x]wr, wa/(e,w, u(e,w)) € Jﬂ)n}

On remarque que si Pon pose B (u) = {(s,w) € [0, e0[x]wr,wal/ || (LM (w))™! [l0.0< 4KTT}, alors on a :
N
G = () BxwnG.
1ISK<N

Enfin on prend o > max(4(u + 2),d + 2) de sorte & ce que U'hypothese (P) soit vérifiée.

a) Premier point

Lemme 3.10. Soit M > 0 tel que egy *MT™ || b ||5< ¢ suffisamment petit.
lors ng\i)K(O) =G etona:
Ve € [0, &0, |G N ([0, e[X]wri,wa[)] < Ce.

Preuve :
e Soit K € [1, M]. Soit h € HO.
On décompose LK (0) = DU 4 T avec DU[h] := w20yh — Ah + V(z)h et TUO[h] := —TTF) (bh).
* On a d’une part :

| T Bo = || VO 0h) |30

< Ce | bh |2, par (S1)

< 02 D | bt 2
(m,l)ez?

< Ce? Z || b ||2L°°(M,]R)||hm—l ||%2(M7R) car by € H% <« L™
(m,l)€Z?

< Ce? Z II b ||§151(M,R)|| han—i ||%2(MJR)
(m,l)ez?

< Ce b2 h 3, car 3> ;
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Ainsi
| TU Jlo.0< Ce || b |15 -

« D’autre part, on souhaite inverser D), Par simplicité, on note n = (4, k) les indices des fonctions propres et
vecteurs propres que 'on a considérés. Soit v = Z vlyneiltcpn e H*® et h = Z hlﬁne”tgan e H*O tels

(L,n)ez? (I,n)ez?
que DF)[y] = h.
Alors
Z hl,neilt(pn = h
(I,n)ez2,|l|<K
D) [v]

= TE) (W20 — A+ V(x))v

Z (=212 4+ 22 vy et o,
(I,n)€z2,|I|I<K

Par unicité d’écriture, on en déduit que :

_ hl,n i
(DO = S et | ()
(L,n)€ez2,|l|I<K n
On en déduit que :
_ |hinl? X+ 1) o
R R DN D DI v s A D .~ <A G

(I,n)€Z2 |lI<K (I,n)€Z2 |lI<K

Dot || (DE) LA o0 2K™30 | A Jlos ie.
| (DUO) " o0 2K

Enfin, par application du lemme d’inversibilité préliminaire de la section 2, il vient que £)(0) est inversible
sur Ho o et que :
(L5 oo 4Ky

Remarque fondamentale : C’est la formule (x) qui donne le lien avec la théorie KAM. On retrouve les petits
diviseurs qui nécessitent ’emploi de conditions diophantiennes (précisément celles que l'on a introduites plus
haut).

e On en déduit que GSY%?,C (0) = G (intersection triviale).

Enfin, de la méme manieére que dans la preuve du premier résultat de la section 1 sur les vecteurs diophantiens,
on a :

Ve € [0,e0[, |G N ([0, e[ X ]w1, wa])] < Ce.

b) Deuxiéme point

Lemme 3.11. Il existe 5 > 0 tel que pour tout v €]0,7], pour tout VI > 0, il existe € = &(y, K) €]0,e0] tel
que pour tout e €]0,E], pour tout M < N < N', pour tout uy € Z/{%V),\V/UQ € U%V ) tels que || ug — uq ||sg< N7°
on ait

(G ew)) "\ (G0 cun)) " (0.elx) | < €

On renvoie a l'article [BBP09] pour la preuve (argument de théorie spectrale).

3.2 Résultats analogues pour d’autres EDP

On donne ici, & titre indicatif, deux autres résultats d’existence de solutions quasi-périodiques a certaines
EDP obtenus plus récemment. Apres ce stage, je m’intéresserai de plus pres a ces résultats; plus proches de
mon travail futur en these.
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3.2.1 NLS

Extrait de [BB11].
On s’intéresse a 1’équation de Schrodinger non-linéaire

i0pu — Au + V(x)u = ef (Wi, z, [u*)u + eg(wt, z)

otz € T4 (d € N*), e >0,V € C(TL,R), f € CIT” x T? x R,R), g € CYT” x T¢,C) (v € N* et ¢ € N
suffisamment grand) avec —A+ V() > Bold (8o > 0) et w € R” vérifiant la condition diophantienne suivante :

_ 13,
WZAW,)\EA::[i,i], |W|<1
et il existe vo €]0,1[ et 70 > v — 1 tels que :

2
W€ 20}, |@.0] > .

La recherche de solutions quasi-périodiques se ramene 2 la recherche de solutions (27)"*+9-périodiques de :
iw - Opu— Au+V(x)u = ef (o, 2, [ul*)u+eglp, x) (+)

dans 1’échelle de Sobolev

H* = H (T x T%,C) = Sulp,a) = 3. wge oo/ |u 2= Ko > (k)™ uef? < +o0
(1,))€Z¥ x 74 kezv+d
avec k= (1,7), (k) := max([l],[j],1) et |j] := max(|j1], ..., [jal)-
Théoréme 3.12. I existe s = s(v,d) > 0 et ¢ = q(v,d) € N tels que pour tout V€ C? satisfaisant —A+V (x) >
Bold, pour tout f € C? et pour tout g € CY, il existe €9 > 0 une application
u € CH([0,e0[x A, H?)

et un ensemble de Cantor Coo C [0,e0[XA tels que :

e VA e Au(0,)\) =0,
(&)

€0

° — 1, i.e. Coo est asymptotiquement de mesure pleine,

g0—0
o V(e,\) € Coo, u(e, A) est solution de (*).
Si de plus f et g sont de classe C*°, alors u(e, \) aussi.

Remarque : L’analyse est assez similaire a celle menée plus haut pour NLW mais en un peu plus technique
(matrice Toeplitz & off-diagonale décroissante analogue au U de la partie précédente, etc...).

3.2.2 KdV/Airy

Extrait de [BBM14].
On s’intéresse a I’équation
Opu + Opzat + e f (wit, , u, Optty Dypthy Oyzgtt) =0

oux €T, e>0,fecCyT xTxRYR) (v € N*) et w € R” satisfaisant la condition diophantienne suivante :

13
=\w, N€EA:=[-, =
w w, \ € [2,2]

et il existe yo €]0, 1] tel que :
Vi e Z\{0}, |(@,0)] > ‘T’%
La recherche de solutions quasi-périodiques se ramene 2 la recherche de solutions (27)"*+9-périodiques de :
W - Oyt + Dozt + £ f (@, T, U, Oy, Opgtt, Opgput) = 0 (%)
dans 1’échelle de Sobolev
H? .= H*(T"XT,R) :=  u(p,z) = Z up j !PT s =y et || ||?i= Z (1, 3)* |uy 4|* < 400

(1,j)ezZv xT (1,§)EZY XZ

ou <la.7> = max(l, |l|7 |.7|)
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Théoréme 3.13. [l existe s = s(v) >0, g =q(v) et eg = eo(f,v) > 0 tels que si [ est de la forme
f = a:l:(Q(Wt-, z,u, a:l?“? a:l::zru))

et vérifie
f - fO(S‘Qa €, u, awu-, O.L.L/u) + fl (99~ €, u, awua a:l::l:u)awwwu

avec, notant zg = u, z1 = Opu, 29 = Opzptt €t 23 = Oppall,
0Z2f = 0(5‘9) (azng + Zlaggzof + 2203321.][ + 2383322.][) )

alors pour tout € €]0,¢q], il existe un ensemble de Cantor C. C A tel que :

o |C.| — 1.
e—0

e Pour tout \ € Ce, il existe une solution u(s, ) € H® de (%) telle que || u(e, ¢) ||s—(>) 0.
E—

Remarque : La non-linéarité étant du méme ordre que la partie linéaire, 'analyse est plus compliquée que
les précédentes. Dans le procédé de Nash-Moser, a chaque étape, on doit effectuer les changements de va-
riables/conjugaisons par des opérateurs éventuellement pseudo-différentiels pour le ramener & une partie diago-
nale & coefficients constants et ainsi pouvoir mener ’analyse usuelle (Fourier+conditions diophantiennes), pour

pouvoir inverser et avoir les estimées douces sur 'inverse.
Un travail similaire a été fait pour les water-waves [BBHM18].

C’est ce type de travail qui fera normalement I'objet d’une partie de ma these sur certaines équations issues de

la mécanique des fluides.
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